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О ФОРМИРОВАНИИ МНОЖЕСТВ ПРЕЦЕДЕНТОВ НА ОСНОВЕ

ТАБЛИЦ РАЗНОРОДНЫХ ПРИЗНАКОВЫХ ОПИСАНИЙ

МЕТОДАМИ ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ АНАЛИЗА ДАННЫХ∗

И. Ю. Торшин1

Аннотация: Факторизация вкладов различных переменных при анализе разнородных признаковых опи-
саний — насущная задача интеллектуального анализа сложных данных. В работе предложено развитие
решеточного формализма топологической теории анализа данных, в рамках которого получены новые
способы порождения параметрических оценок и метрик на решетках, образованных над топологиями
множеств объектов. Формализм был апробирован на задаче формирования множеств прецедентов для
проведения хемомикробиомного анализа. Тогда как порождение множества исходных информаций на
основе регрессионных коэффициентов и разности значений материала обучения соответствовало крайне
низкой обобщающей способности настраиваемых алгоритмов (коэффициент корреляции на контроле —
0,32 ± 0,20), использование предлагаемых оценок для порождения множеств прецедентов в задачах
хемомикробиомики позволило существенно повысить обобщающую способность соответствующих ал-
горитмов (коэффициент корреляции на контроле — 0,79± 0,21).
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1 Введение

В биомедицинских исследованиях объектом
служит формализованное описание состояния па-
циента, включающее булевы (диагнозы, прием ле-
карств и др.), числовые (лабораторные анализы)
и категорные (показатели демографии и др.) пе-
ременные, графы (формулы лекарств), временн‚ые
ряды и изображения (результаты обследования па-
циента аппаратными методами). При формали-
зации таких задач важно выделить независимые
вклады переменных-признаков в таргетную пере-
менную (отклик) таким образом, чтобы получить
высокое качество работы алгоритмов распозна-
вания/классификации. Топологический анализ
данных, развиваемый в рамках алгебраическо-
го подхода к распознаванию научной школы
Ю. И. Журавлёва и К. В. Рудакова [1, 2], позволяет
систематически исследовать возможные решения
этой задачи.

В настоящей работе данный подход апробиро-
ван на задаче формирования множества прецеден-
тов для проведения хемомикробиомного анализа
лекарств [3]. В этой прикладной задаче (оценка
влияния лекарств на микробиоту) факт использо-
вания лекарства, как правило, описан булевым при-
знаком, а откликом служит уровень той или иной

бактерии микробиома (числовая переменная).
Для выделения независимых вкладов булевых пере-
менных в числовые таргетные переменные предло-
жен системный подход к порождению параметри-
зованных оценок на решетке (решеточных термов)
и соответствующих метрик. Такой подход пред-
ставляет собой теоретическое обобщение «расщеп-
ления» эмпирической функции распределения бу-
левым признаком [2] и тесно связан с порождением
метрических функций расстояния и с проблема-
тикой так называемых «оценок информативности»
(точнее, весовых функций признаков), использу-
емых в комбинаторной теории разрешимости [4].

2 Основные понятия

Основы формализма изложены в [2, 5]. Зада-
но множество исходных описаний объектов X =
= {x1, . . . , xN0}, X ⊆ S, множества значений
признаков Ik = {λk1 , λk2 , . . . , λkb

, . . . , λk|Ik|−1
,–},

b = 1, . . . , |Ik|, функции •k : S → Ik, k = 1, . . . , n+ l
(n — число признаков; l — число таргетных
(прогнозируемых) переменных; – — неопреде-
ленность). Определено пространство допустимых
признаковых описаний объектов Job ⊆ Ii × If

(Ii ⊆ I1 × · · · × In, If ⊆ In+1 × · · · × In+1),
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функции D : S → Job, D(xα) = (•1(xα) × · · ·
· · ·×•k(xα)×· · ·×•n+1(xα))– и ϕ(X) = {D(xα)|xα ∈
∈ X}. Принимается, что множестваX и Q = ϕ(X),
|Q| = N , регулярны, т. е. N0 = N и ∃D−1 : ∀x ∈ X,
x = D−1(D(x)) [5]. Множество U(X) = {•−1k (λkb

)},
образованное функциями полных прообразов зна-
чений признаков λkb

, рассматривается как предбаза
топологии T (X) = {∅, I, a ∪ b, a ∩ b : a, b ∈ U(X)},
где I = {X}. Топологии T (X) соответствует ре-

шетка L(T (X)) = {a ∨ b, a ∧ b : a, b ∈ T (X)}. При
регулярностиX и Q решетка L(T (X))— булева [2].

Теорема 1. Произвольной цепи 〈u1, . . . , um〉 решет-

ки L(T (X)) можно сопоставить числовой признак

с множеством значений It = (λt1 , . . . , λtb
, . . . , λm),

λti−1 ≤ λt1 ≤ λti+1
.

Справедливость теоремы следует из того, что
линейный порядок любой конечной цепи 〈u1 ⊇
⊇ u2 · · · ⊇ ui · · · ⊇ um〉 изоморфен линейному по-
рядку на конечном множестве чисел {λti

}, λti−1 ≤
≤ λti

, i = 2, . . . , m.

Следствие 1. Любая цепь At в L(T (X)) представима

в виде At = 〈u(λt1), . . . , u(λti
), . . . , u(λtm

)〉, u(λti
) =

=
⋃i

β=1 •
−1
t (λtβ

), где It = (λt1 , . . . , λm) монотонна.

Следствие 2. При дополнении наблюдаемой об-

ласти It значений t-го числового признака неопре-

деленностью – и принятии соглашения •t(∅) = –
соответствующая цепь At — максимальная цепь ре-

шетки L(T (X)).

Следствие 3. Для произвольной цепи t-го числового

признака определена эмпирическая функция распреде-

ления cdf (λ, Ak(X)) = |u(λkb
)|/N |

∣

∣λkb−1
≤ λ ≤ λkb

.

3 Решеточные термы и операции
над ними

В топологическом анализе данных булевой ре-
шетке сопоставляется метрическое пространство

значений признаков ML(L(T (X)), ρL) с метрикой
ρL : L

2 → R+ [2]. Метрики ρL могут определять-
ся на основании формализма оценок (см. ниже)
или же на основе известных подходов (расстоя-
ния Танимото, Амана, Тверского, Сокала–Сниса,
Гоуэра–Лежандра и др.) [6]. При заданной ρL

расстояние ρA : A(X)2 → R+ между цепями

a = 〈a1, . . . , ai, . . .〉 и b = 〈b1, . . . , bj , . . .〉 опре-
делено так, что существует однозначное соот-
ветствие элементов цепей a и b (например,
ρA(a, b) = min(

∑

i=1,|a| ρL(ai, argminbj∈b ρL(ai, bj)),
∑

i=1,|b| ρL(bj , argminai∈a ρL(bj , ai)). При задан-
ных ρL, ρA, Ak(X) и множества допустимых це-
пей A(X)1,n (содержит цепи с длинами от 1 до n)

искомый (ε-корректный) алгоритм соответствует
решению задачи комбинаторной оптимизации [5]:

argmin
a∈A(X)1,n

ρA (Ak(X), a) |A(X)1,n ⊂ A(X).

При порождении метрических пространств над
произвольной решеткой вводится понятие реше-
точного терма или оценки v : L → R+, для которой
выполнено условие оценки (yO: ∀La, b : v[a] + v[b] =
= v[a ∧ b] + v[a ∨ b]) и условие изотонности (уИ:
∀La, b : a ⊇ b ⇒ v[a] ≥ v[b]). Изотонность оценки
v[ ]важна потому, что позволяет определить метрику
ρ(x, y) = v[x ∨ y]− v[x ∧ y] [2].

Теорема 2. Линейная комбинация v[ ] =
∑

ωivi[ ], i =
= 1, . . . , m, произвольного числа изотонных оценок

vi[ ]— изотонная оценка при v[ ] ≥ 0.

Теорема доказывается через линейные преобра-
зований условий уОi и уИi для m оценок vi[ ].

Следствие 1. Сумма произвольного числа (изотонных)

оценок — оценка.

Следствие 2. Разность (изотонных) оценок стано-

вится оценкой только при условии положительной

определенности.

Следствие 3. Пусть индекс i в выражении для v[ ]
изменяется от i = 0, v0 ≡ 1. Тогда можно подобрать

такое значение ω0, что v[ ] ≥ 0.

При произвольном нелинейном преобразова-
нии f : R+ → R+, применяемом к (изотонной)
оценке v[ ], выполнимость уО неочевидна. Если
v[ ] изотонна, то f(v[ ]) может быть изотонна только
при условии монотонности f (сигмоида, степен-
ная функция и др.). Для оценки выполнимости
уО/уИ f(v[ ]) на подмножестве решетки L возмож-
но применение аналитических или комбинаторных
подходов. Например, легко показать, что для f(x) =
= xα при α = 2 или 0,5 выражение f(v[ ]) служит
оценкой только на элементах произвольной цепи
решетки L(T (X)).

4 Параметрические оценки
на основе «опорного элемента»

Выберем подмножество объектов X, α ∈
∈ L(T (X)). Подмножество α может соответство-
ватьk′-му булеву признаку в исходном признаковом
описании (тогда α = •−1k′ (1)) или синтетическому
булеву признаку, что разбивает X на α и α = X\α
и определяет να = |α|/|X| = |α|/N и να = 1− να.

«Опираясь» на множество α как параметр, мож-
но породить несколько изотонных решеточных
оценок на основе базовой оценки, равной высо-
те элемента ui в L(T (X)), h[ui] = |ui|, частот να
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и να. Оценка v+α [ui] = |ui ∩α|/|α| соответствует час-
тоте встречаемости элементов из ui ⊆ X в α ⊂ X;
оценка v−α [ui] = |ui ∩ α|/|α| = |ui\α|/(N − |α|) —
встречаемость элементов ui в α. В соответствии
с теоремой 2 линейные комбинации оценок v+α и v−α
также изотонны при условии положительной опре-
деленности.

Теорема 3. Изотонная оценка dα[ ] = v+α [ ] − v−α [ ]
существует, когда объекты из множества α встре-

чаются в оцениваемых множествах ui не реже, чем

в среднем по множеству всех объектовX.

Рассмотрим функционал dα[ui] = v+α [ui] +
+ ωv−α [ui], ω ∈ R, и покажем, что dα[ ] — линейная
комбинация метрики ρ(ui, α) и оценки h[ui] = |ui|.
Приведем v+α и v−α к общему знаменателю, равному
|α|(N − |α|). Подставляя

|ui ∩ α| = 0,5(|ui|+ |α| − ρ(ui, α)),

после упрощения получим (для произвольного ui),
что

dα[ui] = kα|α|+ bα|ui| − kαρ(ui, α) ,

где

bα =
1/vα + ω − 1

2(N − |α|)
;

kα =
1/vα − ω − 1

2(N − |α|)
.

Рассмотрим функционал dα[ ] (который служит
изотонной оценкой для всех ω > 0) в случае ω < 0
и запишем его в виде dα[ ] = v+α [ ]−|ω|v−α [ ]. Условию
dα[ui] ≥ 0 соответствует

1/vα + |ω| − 1

N − |α|
|ui

⋂

α| ≥
|ω||ui|

N − |α|
,

т. е.
|ii ∩ α|

|ui|
≥

|ω|

1/vα + |ω| − 1
.

Это условие выделяет подмножество {ui} ⊂
⊂ L(T (X)), где dα[ ] изотонна. При |ω| ∼ 1 по-
лучаем |ui ∩α|/|ui| ≥ να, соответствующее условию
теоремы. Теорема доказана.

Следствие 1.

d′α[ui] =







v′α[ui]− v′α[ui] при
|ui ∩ α|

|ui|
≥ να ;

0 в противном случае

есть изотонная оценка.

Функционал dα[ui] интересен тем, что мо-
жет быть увязан с конструктами непараметриче-
ской статистики, разработанными в научной школе

А. Н. Колмогорова [7]. Как известно, для непара-
метрических тестов используется так называемое
максимальное уклонение D, равное супремуму мо-
дуля разности значений двух функций распределе-
ния (теоретической и эмпирической или двух эм-
пирических функций распределения) по всей их
области определения.

Теорема 4. Для «опорного» множества α и произволь-

ной цепи U = 〈u1, . . . , ui, . . .〉

D = sup |dα[ui]|

при ω = −1— максимальное уклонение Колмогорова.

Доказательство проводится исходя из теоремы 1
для любой цепи A = 〈ui〉, ui = u(λki

) и анали-
за числового признака с множеством значений Ik

в двух цепях, образованных пересечением каждого
элемента ui цепи A с множествами α и α соответст-
венно.

Следствие 1. Статистическая достоверность значе-

ния D оценивается по критерию Колмогорова–Смир-

нова.

Оценки v+α , v−α , dα и др. могут строиться для
набора «опорных» множеств. Пусть задан набор
α ⊂ L(T (X)) подмножеств объектов (т. е. элемен-
тов решетки): α = {α1, α2, . . . , αi . . .}. Каждое из
множеств в наборе α порождает (изотонную) па-
раметрическую оценку vαi

(например, v+αi
, v−αi

, их
линейные комбинации). Тогда в соответствии с тео-
ремой 2 может быть порождена и настраиваемая
изотонная оценка

vα =
∑

i=0,|α|

ωivαi
, vα0 ≡ 1 .

Альтернативно на основании набора α для каждого
a ∈ L(T (X)) может быть вычислен вектор оценок
(vα1 [a], vα2 [a], . . . , vαi

[a], . . .), vαi
[a] ∈ R+, и введе-

ны метрики уже на пространстве таких векторов
(lp-метрики, расстояния Пенроуза, Мотыки, Брея–
Куртиса, кореляционные расстояния) [6]. Форми-
рование наборов α может проводиться на основе
«информативности» соответствующих αi ∈ α ме-
тодами метрического анализа данных и др. [4].

5 О параметрических оценках
на основе «опорной цепи»

Крайне перспективным представляется направ-
ление порождения оценок, в котором заданная
максимальная цепь At используется в качестве
«опорной», т. е. для порождения параметрических
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оценок. Данное направление будет подробно рас-
смотрено в отдельной работе. Вкратце: произ-
вольная цепь A = 〈ui〉 представима в виде 〈u(λti

)〉
для некоторого упорядоченного множества чисел It

(теорема 1). Значение функции •t (включая не-
определенность), вычислимое для любого объекта
в X, равно •t(q) для каждого решеточного атома
{q} ∈ L(T (X)), (h[{q}] ≡ |{q}| ≡ 1), так что любо-
му u ∈ L(T (X)) соответствует множество •t(u) =

= {•t(q), q ∈ u}. Определим оператор �φ(x) для
формирования эмпирической функции распределения

конечного множества A = {a1, a2, . . . , ai, . . . , an},
ai ∈ R, как

�φ(x)A = sup
|{B ⊆ A|∀ a ∈ B : a ≤ x}|

|A|
, x ∈ R ,

и оператор вычисления математического ожида-

ния �µ.
Итак, при задании опорной цепи At (т. е. опор-

ного числового признака с областью значений It)
любому элементу решетки u ∈ L(T (X)) сопостав-
лено множество чисел •t(u), числовая функция
�φ(x)•t(u) одной переменной x ∈ R, нетривиально
определенная в каждой точке отрезка [λt1 , λt|It|−1

],

и ряд функционалов (в частности, �µ�φ(x)•t(u)).
При выполнении условия регулярности для X/Q
решетка L(T (X)) однозначно сопоставлена решет-
ке, образованной числовыми множествами •t(u),
для каждого элемента которой вычислима функция
�φ•t(u). Множества •t(u), функции �φ•t(u) и функ-
ционалы наподобие �µ�φ•t(u) могут быть использо-
ваны для определения оценок в решетке L(T (X)),

порождаемых на основе выбранного опорного при-
знака.

6 Экспериментальная апробация
формализма

Формализм был апробирован на задаче фор-
мирования множеств прецедентов для проведения
хемомикробиомного анализа [3,8]. В исходной таб-
лице признаковых описаний представлены булевы
переменные, соответствующие 122 лекарствам, ко-
торые влияют на 1533 числовые переменные, соот-
ветствующие уровням отдельных бактерий или их
групп.

Для квантификации вклада лекарства α в из-
менение уровней t-й бактерии среди разработан-
ных оценок использовалось уклонение D со знаком
(теоремы 3 и 4). Для учета направления изменения
уровней бактерий уклонение D необходимо домно-
жить на знак dα[ ]. По тесту Колмогорова–Смирно-
ва вычислялось значение статистической достовер-
ности p(D) для отсечения наименее достоверных
ассоциаций «лекарство–эффект». Также исполь-
зовались более очевидные подходы: коэффици-
енты линейной многопараметрической регрессии
(с отбором признаков по модели «лассо»), разность
значений �µ�φ•t(α) − �µ�φ•t(α), доля разности 1 −
− �µ�φ•t(α)/�µ�φ•t(α).

Лекарства с известной химической структу-
рой описывались на основе хемогр‚афов Gj ,
а в качестве множества начальных информа-
ций Ii использовалось множество хемоинвариан-
тов над алфавитом элементных меток. Алгоритмы

Результаты вычислительных экспериментов на выборке 156 327 измерений хемомикробиомной био-
логической активности (2173 пациентов). Оценены эффекты 122 лекарств. Приведены значения
коэффициентов ранговой корреляции для различных моделей формирования множеств прецедентов.
Эксперименты проводились в рамках кросс-валидационного дизайна (10 разбиений в соотношении
«случай–контроль» 6 : 1). Поиск оптимальных значений параметров проводился мультистартовой
стохастической оптимизацией

Вычислительный эксперимент nÁËÔ r rc

Коэффициент многопараметрической регрессии, p(D) = 0,20 1250 0,72± 0,23 0,32± 0,20
Коэффициент многопараметрической регрессии, p(D) = 0,05 730 0,73± 0,39 0,38± 0,18
Разность значений, p(D) = 0,20 1192 0,74± 0,19 0,34± 0,22
Разность значений, p(D) = 0,05 787 0,78± 0,36 0,39± 0,25
Доля разности значений, p(D) = 0,20 1292 0,80± 0,22 0,46± 0,14
Доля разности значений, p(D) = 0,10 1291 0,80± 0,27 0,62± 0,18
Доля разности значений, p(D) = 0,05 868 0,76± 0,37 0,77± 0,22
Уклонение D со знаком, p(D) = 0,20 1286 0,81± 0,21 0,48± 0,15
Уклонение D со знаком, p(D) = 0,10 1306 0,80± 0,26 0,63± 0,18
Уклонение D со знаком, p(D) = 0,05 836 0,80± 0,38 0,79± 0,21

Обозначения: r и rc — коэффициенты ранговой корреляции на обучении и на контроле соответственно; nÁËÔ —
число различных типов хемомикробиомной активности, по которым проводилось усреднение r и rc; p(D)— верхний
порог статистической значимости по тесту Колмогорова–Смирнова.
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fθk
: Ii → R строились в виде композиций вло-

женных корректирующих функций нижнего уров-
ня (т. е. порождения синтетических признаков)
для фиксированного числа моделей nmod : fθk

=
= = g(f1(

∑

ωj
kxk), . . . , fl(

∑

ωj
kxk), . . .), l = 1, . . .

. . . , nmod, как в работе [5]. Тестирование алгорит-
мов fθk

проводилось на выборке данных о пациен-
тах (см. таблицу).

Результаты экспериментов показывают, что по-
рождение множества исходных информаций на
основе регрессионных коэффициентов и разности
значений материала обучения соответствует крайне
низкой обобщающей способности настраиваемых
алгоритмов. При этом ужесточение порога на зна-
чение p(D), давая снижение числа различных ти-
пов хемомикробиомной активности, не приводило
к увеличению качества алгоритмов. Наилучший ре-
зультат был получен при использовании в качестве
исходной информации значения уклонения D со
знаком (r = 0,80 ± 0,38, rc = 0,79 ± 0,21), а более
низкие значения порога p(D) приводили к повы-
шению качества распознавания. Отметим неплохой
результат и для такого простого функционала, как
доля разности значений (см. таблицу).

7 Заключение

В работе впервые проведено систематическое
рассмотрение способов введения оценок на решет-
ке (высота элемента, оценки на основании буле-
вых и числовых переменных, линейные комбина-
ции вышеперечисленных оценок и др.). Введение
оценок на L(X), по аналогии с понятием меры
в функциональном анализе, позволяет порождать
параметрические решеточные оценки и затем вво-
дить проблемно-ориентированные метрики, оце-
нивающие расстояние между вершинами решетки.
Разработанный формализм был применен для до-
стижения практической цели настоящей статьи —
нахождения оптимального способа оценки вкла-

дов переменных при анализе сложных данных хе-
момикробиомных исследований. Разработанный
формализм предоставляет инструментарий для по-
иска адекватной формализации задач классифика-
ции и прогнозирования.
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ON THE FORMATION OF SETS OF PRECEDENTS BASED

ON TABLES OF HETEROGENEOUS FEATURE DESCRIPTIONS

BY METHODS OF TOPOLOGICAL THEORY OF DATA ANALYSIS

I. Yu. Torshin

Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str.,
Moscow 119333, Russian Federation

Abstract: Factorization of the contributions of various variables in the analysis of heterogeneous feature descriptions
is an urgent task of complex data mining. The paper proposes the development of the lattice formalism of the
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topological theory of data analysis, within which new methods for generating parametric estimates and metrics on
lattices formed over the topologies of sets of objects are obtained. The formalism was tested on the problem of
forming sets of precedents for conducting chemomicrobiome analysis. Whereas the generation of a set of initial
information based on regression coefficients and the difference in the values of the learning material corresponded
to an extremely low generalizing ability of custom algorithms (correlation coefficient in the control 0.32 ± 0.20),
the use of the proposed estimates for generating sets of precedents in chemomicrobiomics problems made it possible
to significantly increase the generalizing ability of the corresponding algorithms (correlation coefficient in control
0.79 ± 0.21).
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