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О ЗАДАЧАХ ОПТИМИЗАЦИИ, ВОЗНИКАЮЩИХ

ПРИ ПРИМЕНЕНИИ ТОПОЛОГИЧЕСКОГО АНАЛИЗА ДАННЫХ

К ПОИСКУ АЛГОРИТМОВ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ

С ФИКСИРОВАННЫМИ КОРРЕКТОРАМИ∗
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Аннотация: Корректирующие операции (корректоры) в мультиалгоритмических конструкциях алгебра-
ического подхода могут строиться на основе известных физических моделей и/или многоуровневых
описаний физических объектов. В рамках топологического подхода к анализу плохо формализованных
задач поиск включаемых в корректор алгоритмов может рассматриваться как задача комбинаторной
оптимизации либо как задача минимизации некой функции потерь. Исследование окрестностей цепей
в решетке подмножеств объектов позволило получить ряд критериев ранговой оптимизации, перспек-
тивных для решения задач прогнозирования числовых таргетных переменных. Формализм апроби-
рован на задаче взаимодействия лиганд–рецептор в рамках хемокиномного анализа лекарств (данные
ProteomicsDB). Наилучшие результаты прогнозирования констант EC50 наблюдались именно при ис-
пользовании полученных ранговых критериев: при усреднении по 300 биологическим активностям
коэффициент корреляции на контроле составил 0,86± 0,20.
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1 Введение

В рамках алгебраического подхода исследуют-
ся конструкции вида �A(θA) =

�D(θD) ◦
�C(θC) ◦

�B(θB),

где �B — распознающий оператор; �C — коррек-
тирующая операция (корректор); �D — решающее
правило; θD, θC , θB и θA = (θD, θC , θB) — векто-
ры параметров [1]. Алгоритмы �A(θA) применяются
к входной матрице информации M×È для получения
выходной информационной матрицы M×ÙÈ, причем
в случае корректного алгоритма M×ÙÈ = �A(θA)M×È.
Обучение алгоритма по множеству прецедентов
Q = (M×È, M×ÙÈ) рассматривается как способ вы-
числения вектора θA(Q). Алгоритм, обученный
по Q, ε-корректен относительно контрольного Q′ =
= (M ′

×È, M
′
×ÙÈ), если L(M ′

×ÙÈ, �A(θA(Q))M
′
×È) ≤ ε, где

L — та или иная функция потерь. Для оцен-
ки обобщающей способности используются раз-
нообразные комбинаторные функционалы [2, 3].

Важным направлением исследований в науч-
ной школе Ю. И. Журавлёва – К. В. Рудакова стало
изучение разрешимости и регулярности задач, где
множества прецедентов Q ⊂ Ii×If определены над

множествами начальных (Ii) и конечных информа-

ций (If ) [4]. При поиске ε-корректных алгоритмов
�A(θA) для решения разрешимых задач утверждается

возможность настройки векторов θC и θB с полу-
чением ε-корректного алгоритма при произволь-
ном �D(θD) [1].

В некоторых задачах возможна фиксация кор-
ректора �C в соответствии с проблемной областью.
Например, в физической химии и в биохимии
для описания взаимодействия лиганд–рецептор ис-
пользуется уравнение Хилла–Ленгмюра, в котором
фигурирует концентрация лиганда C:

Emax
E(C)

= 1 +

(

EC50
C

)s

, (1)

где E — измеряемое в эксперименте значение
отклика, оценивающего связывание (например,
интенсивность свечения флуоресцентной метки);
Emax — максимальное значение отклика, EC50 —
константа процесса (концентрация вещества,
вызывающая 50% от максимального отклика, т. е.
точка перегиба S-образной кривой E(C)). Выраже-
ние (1) — термодинамическое описание равновес-
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ного связывания лиганда L рецептором R в соот-
ветствии с уравнением квазихимической реакции

R+ nL ↔ RLn.

Приведение (1) к виду

ln

(

Emax
E(C)

− 1

)

= −s ln(C) + s ln(EC50),

где s — коэффициент Хилла (угол наклона каса-
тельной в точке EC50), указывает на возможность
линейной аппроксимации вида

yi(xi) = bxi + a , b = −s , a = s ln(EC50),

что позволяет вычислять значения констант EC50
и s для ne экспериментальных точек (например,
методом наименьших квадратов):

b =
ne

∑ne

i=1
yixi −

∑ne

i=1
yi

∑ne

i=1
xi

ne

∑ne

i=1
x2i −

(

∑ne

i=1
xi

)2 ;

a =
1

n

(

ne
∑

i=1

yi − b

ne
∑

i=1

xi

)

.

Предположим, что молекулы лигандов заданы
в виде множества хемогр‚афов {Gj}, j = 1, . . . , N ,
а для набора концентраций {Ci}, i = 1, . . . , ne,
из физико-химических экспериментов получены
значения Ej(Ci) и вычислены значения констант
EC50(j). Если для такого набора данных можно по-
строить алгоритмы хемометрического анализа [5,
6], которые на основании Gj позволяют прогнози-
роватьEj(Ci), то выражение (1) может быть исполь-
зовано как фиксированный «физический» коррек-
тор �C алгоритма �A при D ≡ 1. Для реализации этого
«имитационного» алгоритма прогнозирования не-
обходимо построить ε-корректные распознающие
операторы �B(θBi

),i, |Ej(Ci)− �B(θBi
),iGj | ≤ ε [5].

Схема порождения алгоритма �A = �D ◦ �C ◦ �B
может использоваться не только для решения «фи-
нальных» задач Z(M×È, M×ÙÈ), но и для важных
промежуточных задач, таких как порождение бо-
лее информативных «синтетических» признаковых
описаний объектов (например, вида �B(θBi

),iGj).
В результате получаются вложенные алгоритмиче-
ские структуры, которые могут описываться алго-
ритмами α-го уровня:

�A
(α)
(θα

A)
= �D

(α)
(θα

D)
◦ �C

(α)
(θα

C)
◦ �B

(α)
(θα

B)
.

Построение операторов �B(θBi
),i, �B

(α
(θα

B
),
�C
(α)
(θα

C
) и др.

целесообразно осуществлять в рамках топологиче-
ского подхода к анализу данных [4, 7].

2 Исследование окрестностей
цепей в решетке подмножеств
объектов

В рамках топологического подхода алгоритм
прогнозирования k-й таргетной переменной (на-
пример, представленный распознающим операто-
ром вида �B(θBk

),k) находится в результате перебора
цепей решетки в окрестности цепи, заданной k-й
переменной [5], который может рассматриваться
(1) как задача комбинаторной оптимизации (поиск
множеств, формирующих соответствующую цепь
решетки) или (2) задача минимизации того или
иного функционала или «функции потерь» (невязка
и др.). При задании метрики на элементах решетки
(ρL) и определении расстояния между цепями (ρA)
рассмотрим возможность сведения задачи комби-
наторной оптимизации к задаче минимизации осо-
бой формы функционала (так называемая ранговая
оптимизация).

Основы разрабатываемого топологического
формализма изложены в [5, 6]. Вкратце: заданы
множество исходных описаний объектов X =
= {x1, . . . , xN0}, X ⊆ S, множества значений
признаков Ik = {λk1 , λk2 , . . . , λkb

, . . . , λk|Ik|
,–},

b = 1, . . . , |Ik|, функции •k : S → Ik, k =
= 1, . . . , n + l, где n — число признаков; l —
число таргетных (прогнозируемых) переменных;
– — неопределенность. Тогда определены про-
странство допустимых признаковых описаний объ-
ектов Job ⊆ Ii × If (Ii ⊆ I1 × · · · × In, If ⊆
⊆ In+1 × · · · × In+1), функции D : S → Job,
D(xα) = (•1(xα)× · · · × •k(xα)× · · · × •n+1(xα))–
и ϕ(X) = {D(xα)|xα ∈ X}. Принимается, что мно-
жествоXи множество объектов Q = ϕ(X), |Q| = N ,
регулярны (∃ϕ−1 : X = ϕ−1(Q)) [5].

Множество U(X) = {•−1k (λkb
)} рассматривает-

ся как предбаза топологии

T (X) = {∅, I, a
⋃

b, a ∩ b : a, b ∈ U(X)},

где I = {X} — единичный элемент. Топологии
T (X) соответствует решетка

L(T (X)) = {a ∨ b, a ∧ b : a, b ∈ T (X),

(a ≥ b) или (a ≤ b)} .

При регулярности X/Q решетка L(T (X)) — буле-
ва, так что булевы признаки — вершины, кате-

гориальные признаки — антицепи, а числовые —
цепи в L(T (X)) [7]. Тогда k-му числовому
признаку с множеством значений Ik, λkb−1

≤ λkb
≤

≤ λkb+1
, соответствует цепь Ak(X) = A(Ik,X) =
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= 〈u(λk1), . . . , u(λkb
), . . .〉 в L(T (X)), образованная

множествами

u(λkb
) =

b
⋃

β=1

•−1k (λkβ
); Ak(X) ∈ A(X),

где A(X) — множество всех цепей решетки
L(T (X)). Эмпирическая функция распределения

(э. ф. р.) k-го признака определяется через совокуп-
ность точек cdf (Ak(X)) = {(λkb

∈ Ik, |u(λkb
)|/N)},

а значение э. ф. р. в точке λ вычисляется как
cdf(λ, Ak(X)) = |u(λkb

)|/N , λkb−1
≤ λ ≤ λkb

ме-
тодами кусочно-линейной аппроксимации и т. п.

Булевой решетке L(T (X)) сопоставлено
метрическое пространство значений признаков

ML(L(T (X)), ρL) с метрикой ρL : L
2 → R+. Если

v : L → R+— изотонная оценка (∀L a, b : v[a]+v[b] =
= v[a ∧ b] + v[a ∨ b], ∀

L
a, b : a ⊇ b ⇒ v[a] ≥ v[b]), то

функция ρ(x, y) = v[x ∨ y] − v[x ∧ y] — ρL-метри-
ка [7]. При заданной ρL расстояние ρA : A(X)

2 →
→ R+ между цепями a = 〈a1, . . . , ai, . . .〉 и b =
= 〈b1, . . . , bj , . . .〉 может быть определено метрикой
Хаусдорфа или как функционал от совокупности
расстояний между ближайшими элементами цепей:

ρA(a, b) = min

(

∑

i=1,|a|

ρL(ai, argmin
bj∈b

ρL(ai, bj)),

∑

i=1,|b|

ρL(bj, argmin
ai∈a

ρL(bj , ai))

)

.

Важно, что при любом определении ρA подразуме-
вается однозначное соответствие элементов цепей a
и b. При заданных Ak(X) и множестве допустимых
цепей A(X)1,n искомый ε-корректный алгоритм со-
ответствует решению задачи оптимизации [5]:

aa = argmin
a∈A(X)1,n

ρA (Ak(X), a) |A(X)1,n ⊂ A(X). (2)

Выражение (2) описывает задачу комбинаторной
оптимизации, при решении которой перебирают-
ся цепи из множества цепей A(X)1,n. Для реше-
ния (2) необходимо определить метрики ρL и ρA,
множество A(X)1,n и способ перебора цепей, как
это делается при прогнозировании классов значе-
ний числовых переменных [4]. В настоящей работе
рассмотрен подход, в котором �B(θBk

),k = fθk
: Ii →

→ Ik, а θk вычисляются в результате минимизации
некоторой «функции потерь» на выборке обучения.

В рамках такого «регрессионного» подхода бу-
дем считать, что fθk

вычисляет значения из неко-
торого Iθk

⊆ Ik, что соответствует цепи A(Iθk
,X) =

= 〈Aθk

1 , . . . , Aθk

β , . . .〉, β = 1, . . . , |Iθk
|, т. е. подцепи

A(Ik,X) = 〈Ak
1 , . . . , A

k
b , . . .〉, b = 1, . . . , |Ik|. При

Iθk
⊆ Ik существует функция перенумерации δ :

N → N, так что b = δ(β) и э. ф. р. для y = fθk
(x)

вычисляется как cdf(y, Ak(X)). Множество цепей
A(X)1,n в (2) зададим как {A(Iθk

,X)} для всех θk ∈
∈ —k. Введем дополнительное понятие мощностн‚ой

функции расстояния и рассмотрим задачу (2) в кон-
тексте анализа э. ф. р. k-й таргетной переменной.

Определение 1. Пусть A, B ∈ L(T (X)) — два
произвольных множества. Выражение r(A, B) =
= ||A| − |B|| назовем мощностн‚ой функцией рас-
стояния между множествами A и B.

Теорема 1. r(A, B) является метрикой.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для метрической функции
расстояния должны быть выполнены аксиомы тож-
дества, симметричности и треугольника. Выполне-
ние аксиомы тождества r(A, A) = 0 очевидно вслед-
ствие тождественности множества A самому себе,
а аксиомы симметричности r(A, B) = r(B, A) —
вследствие операции модуля в определении r( ). До-
кажем выполнимость аксиомы треугольника. Рас-
смотрим случай |A| ≤ |B| ≤ |C|, в котором длины
трех сторон треугольника равны |B| − |A|, |C| −
− |B| и |C| − |A|. Тестируя выполнение аксиомы
для треугольника, вершины которого соответству-
ют множествам A, B и C, запишем три неравенства:
|B| − |A| + |C| − |B| ≥ |C| − |A| (т. е. |C| ≥ |C|),
|C| − |B| + |C| − |A| ≥ |B| − |A| (т. е. |C| ≥ |B|)
и |C| − |A| + |B| − |A| ≥ |C| − |B| (т. е. |B| ≥ |A|).
Первое из неравенств выполнено всегда, а второе
и третье соответствуют рассматриваемому случаю
(|A| ≤ |B| ≤ |C|). Остальные варианты соотно-
шений |A|, |B| и |C| сводятся к рассмотренному
посредством подстановки переменных, так что ак-
сиома треугольника выполнена и r( ) — метрика.
Теорема доказана.

Следствие 1. Метрика r(A, B) отражает расстоя-

ния между слоями решетки, в которую входят рас-

сматриваемые множества A и B. По определению
в слое решетки расположены элементы одной вы-
соты в L.

Следствие 2. Пусть в решетке L задана метрика

ρL(A, B) = v(A ∪ B − v(A ∩ B) на основе изотон-

ной оценки v( ), равной высоте элемента в L, v(A) =
= h(A) = |A|. Тогда r(A, B) = |ρL(A, ∅)−ρL(B, ∅)|,
где ∅ — нулевой элемент решетки L. Соответствует
следствию 1.

Следствие 3. В отличие от метрик на основе изо-

тонных оценок r(A, B) не зависит от совместного

вхождения объектов в множества А и В. В опре-
делении 1 отсутствуют теоретико-множественные
операции «∪», «∩» и др.

Следствие 4. Значения метрик ρL(A, B) и r(A, B)
равны для двух произвольных элементов одной цепи
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решетки L. Очевидно из следствия 2 и того, что
каждый элемент цепи соответствует определенно-
му слою решетки.

Следствие 5. Пусть метрика ρL(A, B) определена

как в следствии 2, ρL(A, B) ≤ ε, а множества A
и B принадлежат разным цепям. Тогда r(A, B) ≤
≤ ρL(A, B) и r(A, B) ≤ ε. При заданных условиях
ρL(A, B) = |A–B| = |A\B|+ |B\A| ≤ ε. Очевидно,
что |A| = |A∩B|+ |A\B| и |B| = |A∩B|+ |B\A|, так
что r(A, B) = ||A\B| − |B\A||. Так как сумма двух
неотрицательных чисел |A\B| и |B\A| в ρL(A, B) ≤
≤ ε не может быть больше их разности в r(A, B), то
и r(A, B) ≤ ε.

Следствие 6. r(A, B) ≤ ε — необходимое условие

ρL(A, B) ≤ ε.

Следствие 7. Пусть A, B ⊂ X. Если r(A, B) ≤
≤ ε, то и r(X\A, X\B) ≤ ε. Из дистрибутив-
ности L и принципа двойственности очевидно, что
ρL(A, B) = ρL(X\A, X\B), поэтому при ρL(A, B) ≤
≤ ε и r(A, B) ≤ ε, и r(X\A, X\B) ≤ ε.

Следствие 8. Верхняя оценка ρL(A, B) равна |A|+ |B|,
а среднее верхней и нижней оценок —max(|A|, |B|).

Теорема 2. Задача комбинаторной оптимизации (2)
сводима к задаче минимизации различий между э. ф. р.

таргетной переменной и э. ф. р. искомого алгоритма

fθk
при использовании нижней оценки ρL на основе

высоты элемента и задании функции потерь посред-

ством неравенств ρL(A, B) ≤ ε.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В (2) фигурируют расстоя-
ния ρL между множествами, входящими в цепи
A(Ik,X) и A(Iθk

,X). Для прогнозирования k-й
переменной заданы множество исходных описа-
ний X, множество прецедентов Q = ϕ(X) =
= {(xi, y

k
i ), xi ∈ Ii, yk

i ∈ Ik ⊂ R, i = 1, . . . , N},
fθk

и набор векторов θk ∈ —k, причем при любом
θk из —k область значений fθk

остается равной Iθk
.

Объекты из Q формируют цепь A(Ik,X), а для fθk

и θk определена цепь A(Iθk
,X).

При любых ρA и ρL множества в составе це-
пей однозначно сопоставимы. Для произвольного
β = 1, . . . , |Iθk

| рассмотрим два множества Ak
δ(β) ∈

∈ A(Ik,X) и Aθk

β ∈ A(Iθk
,X). ε-корректному алго-

ритму соответствует условие

∀β : ρL

(

Ak
δ(β), A

θk

β

)

≤ ε,

т. е.
|Iθk

|
∑

β=1

ρL

(

Ak
δ(β), A

θk

β

)

≤ ε|Iθk
|.

В соответствии с теоремой 1 и ее следствиями при
использовании ρL на основе изотонной оценки,

равной высоте элемента, r( ) — нижняя оценка ρL.
Заменим ρL на r( ) и получим

|Iθk
|

∑

β=1

∣

∣

∣

∣

∣

∣
Ak

δ(β)

∣

∣

∣
−
∣

∣

∣
Aθk

β

∣

∣

∣

∣

∣

∣
≤ ε |Iθk

| .

Поделив обе части неравенства на |Q| = |X| = N ,
получим

|Iθk |
∑

β=1

∣

∣cdf
(

λkδ(β)
, Ak(X)

)

− cdf
(

λkβ
, A(Iθk

,X)
)∣

∣ ≤

≤
ε|Iθk

|

N
.

При фиксированных Iθk
и N это условие ε-коррект-

ного алгоритма можно рассматривать как регрес-
сионную задачу, подразумевающую минимизацию
значения ε по θk:

argmin
θk∈—k

|Iθk |
∑

β=1

∣

∣cdf
(

λkδ(β)
, Ak(X)

)

−

− cdf
(

λkβ
, A(Iθk

,X)
)∣

∣ . (3)

Теорема доказана.

Заметим, что выражение (3) описывает пара-
метрический критерий задачи оптимизации, где
исследователь фиксирует значение параметра Iθk

.
В простейшем случае, когда Iθk

= [0, λ], задача (3)
редуцируется к задаче прогнозирования классов
значений k-й числовой переменной [4].

По определению функции cdf( ) ее значения со-
ответствуют некоторой доле объектов множестваX,
так что в (3) разность значений cdf( ) для заданного
λkβ

равна доле объектов изX, ошибочно классифи-
цированных относительно класса значений u(λkβ

).
Поэтому можно перейти от задачи (3) к аналогич-
ной задаче, в которой ошибка алгоритма fθk

оце-
нивается не суммированием по значениям в Iθk

,
а суммированием ошибок в cdf( ) по индивидуаль-
ным объектам:

argmin
θk∈—k

N
∑

i=1

∣

∣cdf
(

yk
i , Ak(X)

)

−

− cdf (fθk
(xi), A(Iθk

,X))| . (4)

Поскольку Iθk
⊆ Ik, удобней оценивать значения

э. ф. р. от fθk
используя э. ф. р. таргетной перемен-

ной:

argmin
θk∈—k

N
∑

i=1

∣

∣cdf
(

yk
i , Ak(X)

)

−

− cdf (fθk
(xi), Ak(X))| . (5)

Очевидно, что в задачах (3)–(5) подразумевает-
ся минимизация отклонений рангов/процентилей
значений функции fθk

с функцией потерь в виде

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 17 выпуск 2 2023 5



И. Ю. Торшин

модуля. При выборе в качестве ρL, например, квад-
рата r( ) в задаче типа (5) будет минимизироваться
сумма квадратов невязок этих рангов/процентилей.
Назовем (3), (4) и др. задачами ранговой оптимиза-

ции. Рассмотрим описанный сценарий, получен-
ный в рамках топологического подхода к анали-
зу данных, в контексте регрессии/аппроксимации
функций.

3 Ранговая оптимизация и задачи
регрессии/аппроксимации

Рассмотрим случай одномерной вещественной
функции, заданной набором точек Pr = {(xi, yi)},
i = 1, . . . , N , xi ∈ [a, b], yi ∈ [c, d]. Пусть Pr соот-
ветствует некоторой «истинной» функции ft, yi =
= ft(xi). Будем аппроксимировать набор Pr функ-
цией fθ, yi = fθ(xi) + o(xi, θ). Пусть функции ft

и fθ непрерывны, дифференцируемы и интегриру-
емы на интервале [a, b]. Необходимо найти вектор
параметров θ, минимизирующий абсолютные зна-
чения o(xi, θ) в соответствии с заданным критерием
оптимизации.

Критерии оптимизации можно формулировать
исходя из идеи минимизации площади S(ft, fθ), со-
ответствующей суммарному отличию ft и fθ на [a, b].
В идеальном случае S = 0 (o(x) ≡ 0), иначе ft(x) =
= fθ(x) + o(x), o(x) > 0, и площадь S может быть

оценена корнем из интеграла
∫ b

a
(fθ dx− ft dx)2, со-

ответствующего критерию minθ

∑N

i=1(yi − fθ(xi))
2.

Аналогично можно получить критерии минимиза-
ции взвешенной суммы невязок, критерий метода
наименьших модулей и др. Также возможна оцен-
ка площади S взятием интеграла по Лебегу, когда
суммируются ошибки в x при заданном y, и т. п.

Пусть при заданном Pr площадь S оценивается
как сумма некоторых вкладов «w» отдельных точек,
S =

∑N

i=1 w(xi, yi) + o(Pr). Примем, что каждой
точке сопоставлен одинаковый вклад µ в площадь S
(с точностью до o(Pr)/N ), так что S ∼ µN . Такое
допущение может быть оправдано при достаточно
большом N и при достаточно равномерном рас-
пределении точек вдоль соответствующих осей (си-
туация, характерная для «больших данных», про-
изводимых современными физико-химическими
технологиями сбора данных). Тогда можно рас-
смотреть приближенные оценки площади S (и со-
ответствующие критерии минимизации), основан-
ные не на разностях в значениях yi и fθ(xi), а на
подсчете числа точек (объектов) в Pr и в его подмно-

жествах.
Вернемся к случаю произвольного множе-

ства X, Q = ϕ(X) = {(xi, y
k
i ), xi ∈ Ii, y

k
i ∈ Ik},

Ik = (λkb
), k = 1, . . . , n. Пусть задано подмножество

ζ = (λkα
) ⊆ Ik, α = 1, . . . , m, m = |Ik|. В одномер-

ном случае каждому значению λkα
соответствует

горизонтальная линия, параллельная оси абсцисс,
а в случае произвольного xi ∈ Ii — гиперплоскость.
Для заданного λkα

вычислим число объектов со
значениями yk

i ниже λkα
, nt≤

α = |u(λkα
)|, и yk

i вы-
ше λkα

, nt>
α = |X\u(λkα

)|. Определим аналогичные
числа для λkα

в цепи A(Iθk
,X), производимой ал-

горитмом fθk
, nθk≤

α = |{(x, y) ∈ Q|fθk
(x) ≤ λkα

}|
и nθk>

α = |{(x, y) ∈ Q|fθk
(x) > λkα

}|. При вкладе
каждой из точек, равном µ, оценим значение пло-
щади Sα для выбранного λkα

как разность в чис-
ле точек (объектов), у которых значение yk

i ниже
порогового значения λkα

, и объектов, у которых
значение yk

i выше λkα
:

Sα =
(∣

∣nt≤
α − nθk≤

α

∣

∣+
∣

∣nt>
α − nθk>

α

∣

∣

)

µ .

По построению

nt≤
α + nt>

α = nθk≤
α + nθk>

α = |Q|,

так что
Sα = 2

∣

∣nt≤
α − nθk≤

α

∣

∣µ ,

что эквивалентно

Sα =

= 2µN
∣

∣cdf
(

λkδ(α)
, Ak(X)

)

− cdf (λkα
, A(Iθk

,X))
∣

∣ .

Оценим площадь S(ft, fθ) как математическое ожи-
дание Sα по всем элементам множества ζ:

S =
1

m

m
∑

α=1

Sα.

Считая µ, N и m константами и минимизируя S
по θk, приходим к задаче (3).

Таким образом, задачи ранговой оптимизации
в рамках топологического подхода (минимизация
расстояния между цепями решетки) также могут
быть получены исходя из специфического способа
оценки различий S(ft, fθ)между «истинной» функ-
цией ft и ее аппроксимацией fθ. Перспективно
использовать комбинации критериев (3)–(5), что
позволит одновременно минимизировать и отли-
чия индивидуальных объектов, и отличия значений
э. ф. р. в паре «переменная–алгоритм».

Получаемые критерии оптимизации относят-
ся к параметрическим — в качестве параметра
выступает подмножество множества Ik. При
определенном выборе подмножества ζ получаются
конструкции, идеологически близкие к задачам
квантильной регрессии [8]. При назначении весов
значениям λkα

и исследовании э. ф. р. значений Sα

можно получить более сложные критерии.
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О задачах оптимизации, возникающих при применении топологического анализа данных к поиску алгоритмов

4 Результаты
экспериментального
тестирования формализма

Формализм апробирован на задаче взаимо-
действия лиганд–рецептор, в которой значения
EC50(j) прогнозируются исходя из химической
структуры молекул. Решения задач в постанов-
ках (3), (5) позволяют прогнозировать не только
сами значения EC50(j), но и значения откликов
Ej(Ci), для которых затем используется корректор
в виде (1). При прогнозировании EC50(j) и Ej(Ci)
на основе хемогр‚афа Gj в качестве множества на-
чальных информаций Ii использовалось множество
хемоинвариантов над алфавитом специальных ме-
ток (см. ниже). Алгоритмы fθk

: Ii → R строились
в виде композиций вложенных корректирующих
функций нижнего уровня (порождение синтетиче-
ских признаков) для фиксированного числа моде-
лей nmod : fθk

= g(f1(
∑

ωj
kxk), . . . , fl(

∑

ωj
kxk), . . .),

l = 1, . . . , nmod, где g — внешняя корректирующая
функция; fl — внутренние корректирующие функ-
ции (модели порождения синтетических числовых
признаков); nmod — их число. Суммирование
∑

ωk
j xj проводится по компонентам вектора x ∈ Ii,

k = 1, . . . , |x|. Использовались линейные, нелиней-
ные, монотонные и немонотонные функции-кор-
ректоры g и fl (более 20 монотонных и немоно-
тонных преобразований, в том числе описанных
в работе [6]). Векторы параметров настраива-
лись мультистартовой стохастической оптимизаци-
ей в рамках кросс-валидационного дизайна [6].

При прогнозировании EC50 исходя из Ej(Ci)ис-
пользовались вложенные алгоритмические струк-
туры, описываемые алгоритмами 2-го уровня:

�A
(2)

(θ2
A
)
= �C

(2)

(θ2
C
)
◦ �B

(2)

(θ2
B
)
.

В качестве корректирующей операции �C
(2)

(θ2
C
)

ис-

пользовалось уравнение Хилла (1), а в каче-

стве распознающих операторов �B(2)
(θ2B)

— функции

g(f1(
∑

ωj
kxk), . . .), настраиваемые на множествах

откликов Ej(Ci).
Для хемографа X ∈ • (• — множество всех

хемографов, основанное на алфавите меток Y )
хемоинварианты порождались на основании мно-
жеств χ-цепей длины “Y m(X) и χ-узлов �Y (X) [6].
Вкратце: пусть задано множество подграфов
(χ-цепей и χ-узлов) π = {π1, π2, . . . , πn} ⊂ •.
Определим оператор вхождения подграфа π в хе-
мограф X как

�β[X ]π = (|π ∩š(X)| > 0) , š(X) = “Y m(X)∪ �Y (X),

а последовательное применение �β к π — булев
вектор

�β[X ]π =
(

�β[X ]π1, �β[X ]π2, . . . , �β[X ]πn

)

.

Для множества хемографов X множество началь-
ных информаций

Ii =

|X|
⋃

k=1

�β[Xk]
(

“Y m(Xk) ∪ �Y (Xk)
)

, m = 5

(соответствует оптимальным результатам тестиро-
вания регулярности по Журавлёву [6]).

Тестирование алгоритмов fθk
и �A

(2)

(θ2A)
про-

водилось на выборке данных из ProteomicsDB
(https://www.proteomicsdb.org), содержащей дан-
ные по Ci (Ci = 1, 3, 10, 100, 1000, 3000,
30 000 нмоль/л), Ej(Ci) и EC50(j) для 300 фер-
ментов-киназ (так называемый кин‚ом человека,
часть протеома) и ряда лекарств. Киназы пред-
ставляют собой таргетные белки известных и пер-
спективных лекарственных средств. Наилучшие
результаты прогнозирования EC50(j) получались
при (1) пренебрежении эффектами атомов водо-
рода (т. е. при использовании более простых Y -ал-
фавитов), (2) использовании линейного распозна-
ющего оператора в сочетании с немонотонными
корректорами (нейронные сети, решающие дере-
вья, полиномиальные функции и др.), 3) совмест-
ном использовании критериев (3) и (5). Результаты
экспериментов суммированы в таблице.

Как при использовании линейной, так и ней-
росетевой g( ), применение критериев ранговой ре-
грессии (3) и (5) способствовало снижению разли-
чий между значениями коэффициента корреляции
на обучении и контроле. Наиболее выраженный
эффект наблюдался для (5), в то время как мини-
мизация отклонений э. ф. р. по (3) имела вспомо-
гательное значение. Наилучший результат получен
при использовании нейросетевой g, настраиваемой
в соответствии с обоими ранговыми критериями
(rc = 0,86± 0,20).

В отличие от описанного выше «прямого»
прогнозирования EC50 прогнозирование Ej(Ci)
с использованием корректора (1) оказалось менее
успешным (см. рисунок). Точность прогнозиро-
вания отдельных значений Ej(Ci) была сопоста-
вима с приведенной в таблице (rc ∼ 0,85 ± 0,21),
но данная схема прогнозирования отличалась су-
щественно более низким качеством на контроле
(rc ∼ 0,63± 0,24).

В целом критерии (5) и (3) могут успешно ис-
пользоваться не только для хемокиномного анали-
за, но и для хемотранскриптомного анализа лиган-
дов, поиска эффективных и безопасных средств для
фармакотерапии COVID-19, в хемомикробиомном
анализе и др. (см. ресурс www.chemoinformatics.ru).
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Тестирование расчетов EC50(j) для 300 киназ человека

Эксперимент r rc СО СОc

Обычная регрессия, g — линейная 0,67± 0,25 0,45± 0,26 0,24± 0,15 0,25± 0,14
Ранговая регрессия по (5), g — линейная 0,68± 0,23 0,48± 0,25 0,20± 0,19 0,22± 0,20
Ранговая регрессия по (3), g — линейная 0,67± 0,25 0,47± 0,25 0,23± 0,21 0,22± 0,22
Ранговая регрессия по (3) и (5), g — линейная 0,68± 0,23 0,47± 0,25 0,20± 0,20 0,21± 0,20
Обычная регрессия, g — нейросеть 0,89± 0,13 0,79± 0,13 0,18± 0,12 0,13± 0,11
Ранговая регрессия по (5), g — нейросеть 0,88± 0,15 0,83± 0,28 0,05± 0,03 0,05± 0,03

Ранговая регрессия по (3), g — нейросеть 0,89± 0,13 0,81± 0,16 0,18± 0,17 0,17± 0,17
Ранговая регрессия по (5) и (3), g — нейросеть 0,88± 0,15 0,86± 0,20 0,03± 0,02 0,04± 0,03

Примечания: r — коэффициент ранговой корреляции на обучении, rc — на контроле; СО — стандартное отклонение на
обучении, СОc — на контроле; кросс-валидационный дизайн (10 разбиений, «случай–контроль» 6 : 1). В качестве нейросети
использовалась 2-слойная сеть с функцией активации softmax.

Прогнозирование EC50 с использованием схемы «прямого» прогнозирования (y = 0,67x + 0,0706, R2 = 0,622) (а)
и схемы прогнозирования Ej(Ci) с корректором в виде уравнения Хилла–Ленгмюра (y = 0,5959x + 0,018, R2 =
= 0,4027) (б). Приведены результаты для контрольной выборки

5 Заключение

Перспективным направлением повышения точ-
ности работы алгоритмов машинного обучения ста-
ла разработка математического инструментария,
позволяющего порождать проблемно-ориентиро-
ванные теории для решения конкретных приклад-
ных задач. В частности, топологический подход
к распознаванию позволяет систематически ана-
лизировать различные способы порождения при-
знаковых описаний плохо формализованных задач
распознавания/классификации. Как показали ре-
зультаты настоящей работы, выбор определенных
метрик ρL и ρA в рамках топологического подхода
соответствует порождению специфических крите-
риев рангового характера, оптимизация которых
позволяет улучшить показатели обучения соответ-
ствующих алгоритмов. С разработанными критери-
ями обучение моделей и оценка качества прогно-

зирования проводятся на основе сохранения от-
ношений порядка значений, а не самих значений
таргетной переменной (что крайне важно, напри-
мер, с точки зрения теоретической химии). В за-
висимости от конкретных задач э. ф. р. могут быть
представлены в дискретной форме (как в настоя-
щей работе) либо в виде аппроксимаций посред-
ством непрерывных функций. Возможна разработ-
ка более сложных ранговых критериев на основе
статистических функционалов.
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ON OPTIMIZATION PROBLEMS ARISING FROM THE APPLICATION

OF TOPOLOGICAL DATA ANALYSIS TO THE SEARCH

FOR FORECASTING ALGORITHMS WITH FIXED CORRECTORS
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Abstract: Corrective operations (correctors) in multialgorithmic constructions of the algebraic approach can be
based on known physical models and/or multilevel descriptions of physical objects. At the same time, within the
framework of the topological approach to the analysis of poorly formalized problems, the search for algorithms
included in the corrector can be considered as a combinatorial optimization problem or as a problem of minimizing
a certain loss function. The study of the neighborhoods of chains in the lattice of subsets of objects made it possible
to obtain a number of rank optimization criteria that are promising for solving the problems of predicting numerical
target variables. The formalism was tested on the problem of ligand–receptor interaction within the framework of
the chemokine analysis of drug molecules (data from ProteomicsDB). The best results of predicting constants were
observed when using the obtained rank criteria (correlation coefficient on a sliding control 0.86 ± 0.20 averaging
over 300 biological activities).
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